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Abstrak 
 
Telah dilakukan sebuah kajian persamaan Einstein hyperbolic geometric flow dan aplikasinya pada 
lintasan cahaya di alam semesta. Solusi persamaan Einstein hyperbolic geometric flow menunjukkan 
bahwa dinamika alam semesta mengembang dan dipercepat tanpa batas yang sebanding dengan nilai 𝑡2/3. 
Berdasarkan solusi tersebut diketahui bahwa lintasan cahaya di alam semesta akan bergerak mengikuti 
arah pengembangan alam semesta yang berarti cahaya akan bergerak pada waktu tertentu dari 𝑟 = 𝑟0 dan 
selanjutnya akan bergerak keluar sepanjang garis lurus secara radial dengan nilai 𝜃 dan 𝜑 konstan. Model 
tersebut menunjukkan bahwa lintasan cahaya bergerak sepanjang geodesiknya. 
 
Kata kunci: persamaan Einstein hyperbolic geometric flow, persamaan geodesik, lintasan cahaya. 
 
1. Pendahuluan 
Persamaan Einstein hyperbolic geometric 
flow merupakan suatu sistem evolusi nonlinear 
dari persamaan differensial parsial orde kedua 
dan sangat alamiah untuk memahami fenomena 
gelombang tertentu di alam serta geometri 
manifold, khususnya menggambarkan karakter 
gelombang metrik dan kurvatur dari manifold. 
Untuk memperkenalkan aliran tersebut 
sebagian dilatarbelakangi oleh persamaan 
Einstein dalam relativitas umum dan kemajuan 
terbaru dalam Hamilton Ricci flow dan dengan 
kemungkinan penerapan teori dari persamaan 
differensial parsial hiperbolik geometri. 
Baru-baru ini, HE Chun-Lei (2008) 
mengajukan sebuah model dari hyperbolic 
geometrif low dan axial symetry. Model tersebut 
menunjukkan bahwa hyperbolic geometric flow 
merupakan alat alami dan baik untuk dipelajari 
dalam beberapa permasalahan penting yang 
berasal dari geometri differensial dan relativitas 
umum seperti singularitas, eksistensi dan 
keteraturan. Model yang dikembangkan oleh HE 
Chun-Lei mempunyai perbedaan essensial yang 
mendasar dari persamaan medan Einstein dan 
Ricci flow. Dengan mengikuti pola yang telah 
dikembangkan oleh HE Chun-Lei, dalam 
penelitian ini akan dikaji lintasan cahaya di alam 
semesta yang bermetrik Robertson-Walker. 
Salah satunya adalah untuk aplikasi persamaan 
Einstein hyperbolic geometric flow pada lintasan 
cahaya di alam semesta yang ditinjau secara 
geodesik. Menurut konteks teori relativitas 
umum, persamaan geodesik digunakan untuk 
menelaah lintasan cahaya di alam semesta 
berbentuk persamaan diferensial non linear 
orde dua yang menggabungkan beberapa 
observabel, seperti empat koordinat polar 
(𝑟, 𝑡, 𝜃, 𝜑)(Anugraha, 2011). 
2. Metrik Robertson – Walker 
Metrik Robertson-Walker adalah metrik 
yang menggambarkan ruang-waktu dengan 
kelengkungan konstan. Dengan mengingat 
prinsip kosmologi yang menyatakan bahwa 
alam semesta bersifat homogen dan isotropis, 
dan dengan definisi waktu kosmik, maka metrik 
ruang-waktu yang sesuai dengan  pernyataan ini 
adalah metrik Robertson-Walker yang 
dinyatakan oleh persamaan (Sabbata, 1985) 
𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝜌(𝑡) (
𝑑𝑟2
1 − 𝑘𝑟2
+ 𝑟2𝑑𝜃2
+ 𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑑𝜑2)                       (1) 
disini 𝑟, 𝜃, 𝜑 menunjukkan pusat koordinat bola 
dan 𝜌(𝑡) merupakan faktor skala kosmik yang 
dapat dikaitkan dengan ukuran alam semesta 
yang tergantung terhadap waktu. Sedangkan 𝑘 
adalah konstanta kurvatur yang bernilai -1, 0, 
dan 1 yang masing-masing menunjukkan bahwa 
ruang tersebut berbentuk hiperbolik, datar dan 
berbentuk bola sesuai dengan sifat metrik 
Robertson-Walker (Spigell, 1998). 
3. Persamaan Geodesik 
Geodesik adalah garis paling pendek yang 
menghubungkan dua titik yang diberikan dalam 
ruang, atau merupakan generalisasi yang sering 
disebut sebagai “garis lurus” dalam geometri 
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
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biasa. Pada ruang datar, geodesik akan berupa 
garis lurus. Sedangkan dalam ruang lengkung, 
geodesik akan berupa garis lengkung yang 
dinyatakan oleh persamaan 
2
2
Γ 0
d x dx dx
ds ds ds
  

    (2) 
Secara umum, persamaan (2) merupakan 
persamaan geodesik. Disini 𝑑𝑠 merupkan 
parameter affine sepanjang lintasan partikel.  
Persamaan ini selalu mendefenisikan suatu 
kurva dengan panjang minimum. Jika tensor 
kurvaturnya sama dengan nol, maka ruang 
tersebut adalah Euclidean (Hidayat, 2010 ). 
4. Persamaan Einstein Hyperbolic Geometric 
Flow 
Pada persamaan Einstein hyperbolic 
geometric flow untuk kelengkapannya, pertama-
tama disingkat dengan menggunakan beberapa 
notasi dasar. Misalkan M menjadi berjenis n-
dimensi Riemann dan dilengkapi dengan 𝑔𝑖𝑗  
metrik Riemann, hubungan tersebut ditentukan 
oleh simbol Christoffel yang dapat dihitung 
dengan menggunakan persamaan (Chun-Lei, 
2008) 
1
Γ  
2
jl ijk kl il
ij j i l
g gg
g
x x x
  
   
   
       (3) 
dengan 𝑔𝑖𝑗  adalah invers dari 𝑔𝑖𝑗  dan 𝑅𝑖𝑗𝑙
𝑘  
merupakan kelengkungan tensor Riemann 
dinyatakan oleh persamaan (Chun-Lei, 2008) 
Γ Γ
Γ Γ Γ Γ
k k
jlk k p k pil
ijl ip jl jp ili j
R
x x
 
   
 
       (4) 
disini 𝑅𝑖𝑗𝑙
𝑘  merupakan tensor Ricci yang 
menyatakan bahwa tensor tersebut berada 
dalam ruang-waktu lengkung. Persamaan 
medan Einstein merupakan persamaan yang 
menyatakan kelengkungan ruang-waktu yang 
dinyatakan dengan metrik Riemann (Kong dan 
Liu, 2008) 
 
  (5) 
  
dan persamaan Einstein vakum dituliskan  
(Kong dan Liu, 2008) 
 
0vG       (6) 
dengan 𝐺𝜇𝑣 adalah tensor Einstein dan 
mempertimbangkan metrik berikut pada 
ortogonal ruang-waktu (Chun-Lei, 2008) 
 2 2 , i jijds dt g x t dx dx           (7) 
Untuk persamaan  Einstein hyperbolic geometric 
flow dapat dituliskan dalam bentuk  
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Persamaan (8) merupakan persamaan Einstein 
hyperbolic geometric flow dalam ruang hampa 
sehubungan dengan metrik Lorent yang masing-
masing nilainya dapat dicari dari komponen-
komponen dan tensor Ricci dari suatu metrik 
(Kong dan Liu, 2008). 
5. Solusi Persamaan Einstein Hyperbolic 
Geometric Flow 
Untuk memperoleh solusi persamaan 
Enstein hyperbolic geometric flow dapat 
dilakukan dengan menghitung tensor Einstein 
dari metrik Robertson-Walker. Dengan 
mensubsitusikan komponen-komponen yang 
tidak nol dari persamaan (1) dan (3) ke 
persamaan (8), maka akan diperoleh solusi dari 
persamaan Einstein hyperbolic geometric flow 
berbentuk persamaan differensial parsial 
nonlinear yaitu 
?̈? = −4𝑘 −
1
2𝜌
(?̇?)2  (9) 
dengan k merupakan konstanta kurvatur yang 
menggambarkan kelengkungan ruang-waktu 
dannotasi titik (dot) menunjukkan turunan 
terhadap waktu. Disini telah dipilih 𝑘 = 0 yang 
menunjukkan bahwa alam semesta datar, maka 
persamaan (9) dapat dituliskan dalam bentuk 
22
2
1
0
2
d d
dt dt
  
  
  
        (10) 
yang berpenyelesaian 
   
2
23
3
1 2
3
2
t tc c
 
   
 
                     (11) 
Berdasarkan model yang diterima sekarang, 
bahwa alam semesta dimulai dari big-bang, 
maka dapat diberikan syarat batas 𝑡 = 0, 
sehingga persamaan (10) menjadi 
 
2
3
1
3
2
t tc
 
   
 
   (12) 
Persamaan (12) menunjukkan bahwa 
evolusi faktor skala kosmik tidak bergantung 
pada geometri dan distribusi materi-energi di 
alam semesta. Ini merupakan  krakteristik 
umum dari model kosmologi yang dibangun 
dengan pendekatan kinematis. 
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Gambar 1. Plot faktor skala kosmik ρ(t) terhadap waktu untuk kasus 𝑘 = 0 (alam semesta datar) 
 
Dari gambar 1 di atas dapat dilihat bahwa 
alam semesta mengembang tanpa batas dengan 
laju pengembangan mendekati nol setelah 
waktu tertentu. Pengembangan alam semesta 
yang mengalami percepatan yang diakibatkan 
oleh keberadaan energi gelap (dark energy). 
Tidak seperti gravitasi yang memperlambat 
terjadinya pengembangan, energi gelap justru 
mempercepat pengembangan. Jika energi gelap 
memiliki peranan penting dalam evolusi alam 
semesta, maka kemungkinan yang terjadi alam 
semesta akan terus mengembang tanpa batas. 
Hal ini sesuai dengan model alam semesta 
mengembang yang dinamakan dengan Alam 
Semesta Friedman-Robertson-Walker (FRW). 
Dengan demikian faktor skala 𝜌(𝑡) dapat 
dihubungkan secara langsung dengan variabel t, 
dan dilihat bahwa alam semesta mengembang 
sebanding 𝑡2/3. 
6. Solusi Persamaan Geodesik Lintasan 
Cahaya  
Salah satu aplikasi dari teori relativitas 
umum adalah terbeloknya cahaya pada saat 
melintasi benda yang bersifat massif seperti 
matahari. Berkas cahaya merupakan berkas 
yang tersusun dari sejumlah foton, dimana foton 
merupakan partikel bermassa nol dan bergerak 
dengan laju cahaya. Menurut perumusan 
geometri teori relativitas umum, semua gerak 
dalam medan direpresentasikan oleh geodesik 
dalam ruang-waktu lengkung termasuk juga 
arah perambatan sinar cahaya dalam medan 
gaya berat, tetapi geodesik perambatan cahaya 
berbeda dengan geodesik gerak planet dan 
benda bermassa lainnya. Dengan menganggap 
bahwa benda uji dalam metrik Robertson-
Walker sebagai gerak dari foton yang bergerak 
bebas dalam ruang-waktu lengkung. Maka 
persamaan yang digunakan adalah persamaan 
geodesik nol atau dapat dituliskan 𝑑𝑠2 = 0, 
sehingga persamaan (1) dapat dituliskan dalam 
bentuk 
𝜌(𝑡) (
1
1 − 𝑘𝑟2
(
𝑑𝑟
𝑑𝑡
)
2
+ 𝑟2 (
𝑑𝜃
𝑑𝑡
)
2
+ 𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃 (
𝑑𝜑
𝑑𝑡
)
2
)
= 1                                                                                         (13) 
Substitusikan persamaan (12) ke persamaan 
(13), maka akan menjadi 
(
3
2
𝑐1𝑡)
2
3
(
1
1 − 𝑘𝑟2
(
𝑑𝑟
𝑑𝑡
)
2
+ 𝑟2 (
𝑑𝜃
𝑑𝑡
)
2
+ 𝑟2𝑠𝑖𝑛2𝜃 (
𝑑𝜑
𝑑𝑡
)
2
) = 1        (14) 
Dari persamaan (14) dapat ditelaah 
lintasan cahaya atau gerak foton baik pada 
koordinat 𝑟, 𝜃 maupun 𝜑 yang masing-masing 
merupakan fungsi dari waktu untuk model-
model alam semesta yang diajukan. Khususnya 
pada model alam semesta datar ditinjau gerakan 
cahaya atau foton secara radial, gerakan sudut 
polar dan gerak 𝜃 saja. Untuk gerak secara 
radial, maka persamaan (14) dapat dituliskan 
dalam bentuk 
2
2
3
1 2
3 1
1
2 1
dr
c t
kr dt
    
         
   (15) 
atau dapat dituliskan dalam bentuk lain yaitu 
2/3
3
1 0
3
2
t
d dt
c r

 
   (16) 
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yang jika diintegralkan akan mempunyai solusi 
   (17) 
 
dengan c1 dan c2 merupakan suatu konstanta. 
Berdasarkan model yang diterima sekarang 
yang menunjukkan bahwa alam semesta dimulai 
dari big-bang, maka dapat memberikan syarat 
batas 𝑡 = 0. Syarat batas ini akan memberikan 
bahwa konstanta integrasi 𝑐2 pada persamaan 
(17) sama dengan nol, sehingga persamaan (17) 
menjadi 
 
   (18) 
 
dengan t merupakan variabel waktu diri yang 
diukur oleh pengamat lokal yang diam terhadap 
suatu koordinat spasial. 
Persamaan (17) dan (18) sama-sama 
menyatakan hubungan antara koordinat 𝑟 
dalam alam semesta sebagai fungsi dari waktu. 
Selanjutnya ditinjau gerakan radial pada 𝑟 = 𝑟0 
dan bidang planar 𝜃 =
𝜋
2
. Hal ini berarti bahwa 
gerak berlangsung pada bidang 𝜃 =
𝜋
2
 dan dapat 
dilakukan dengan penyederhanaan bahwa 
semua gerak pada 𝜃 konstan, sehingga 
persamaan (13) menjadi 
2
2
3
2
1 0
3
1
2
d
c t r
dt
   
   
   
   (19) 
atau dapat ditulis dalam bentuk lain yaitu 
2/3
3
1 0
3
2
t
d dt
c r

 
   (20) 
yang jika diintegralkan akan mempunyai solusi 
2/3
2
3
1 0
3t
c
3
2 c
2
r
  
         (21) 
dengan c1 dan c2 merupakan suatu konstanta 
integrasi. Dengan memberikan syarat batas awal 
yaitu ketika 𝑡 = 0 yang menunjukkan bahwa 
alam semesta dimulai dari big-bang, maka 
konstanta integrasi 𝑐2 = 0, sehingga persamaan 
(20) dapat dituliskan kembali dalam bentuk 
2/3
3
1 0
3t
3
2 c
2
r
 
   (22) 
Persamaan (22) ini menyatakan hubungan 
antara sudut polar 𝜑 sebagai fungsi dari waktu 
untuk cahaya atau foton yang bergerak pada 𝑟 
konstan di bidang planar, selanjutnya bergerak 
keluar sepanjang garis lurus secara radial 
dengan nilai 𝜃 konstan. Solusi yang diperoleh 
pada persamaan (18) dan (22) ini digunakan 
untuk meninjau lintasan cahaya di alam semesta 
pada persamaan Einstein hiperbolic geometric 
flow. Tanpa kehilangan peninjauan secara 
umum, dengan memisalkan θ = π/2 sehingga 
berkas cahaya ditinjau dalam bidang ekuator. 
7. Analisis Lintasan Cahaya pada Persamaan 
Einstein Hyperbolic Geometric Flow 
Berkas cahaya merupakan berkas yang 
tersusun dari sejumlah besar foton sebagaimana 
diketahui bahwa foton merupakan partikel 
bermasa nol dan bergerak dengan  laju cahaya 
oleh karena itu persamaannya merupakan 
geodesik nol. Untuk mempelajari penjalaran 
cahaya dalam pengaruh medan gravitasi, dapat 
dipandang berkas cahaya sebagai objek yang 
terdiri dari kumpulan banyak foton, dan 
kemudian selidiki bagaimana lintasan partikel 
uji yang bergerak dengan kecepatan cahaya 
tersebut (Purwanto, 2010). 
Solusinya bergantung dari nilai 𝑟, 𝜃 dan 𝜑 
yang bersesuaian. Hasil dari solusi pada 
persamaan Einstein hyperbolic geometric flow 
pada lintasan cahaya di alam semesta 
sebagaimana ditampilkan pada Gambar 2. Dari 
gambar 2 dapat dilihat bahwa pada alam 
semesta datar dari solusi persamaan Einstein 
hyperbolic geometric flow jika solusi tersebut 
diaplikasikan untuk gerak foton atau lintasan 
cahaya, maka cahaya akan mengalami 
pembelokan yang mengikuti pengembangan 
alam semesta, artinya cahaya akan bergerak 
pada waktu tertentu dari 𝑟 = 𝑟0 yang 
selanjutnya akan bergerak keluar sepanjang 
garis lurus secara radial dengan nilai 𝜃 dan 𝜑 
konstan dan akan begerak sesuai dengan arah 
pengembangan pada alam semesta. Cahaya itu 
menurut Einstein tidak memiliki massa, 
sehingga lintasan cahaya pada ruang bagi 
medan gravitasi akan menjadi lengkung dan 
akan bergerak dalam ruang lengkung sepanjang 
lintasan geodesik. 
Hasil penelitian ini sama halnya pada 
lintasan cahaya yang diajukan oleh Albert 
Einstein yang mana membeloknya cahaya atau 
foton bukan disebabkan oleh tertariknya cahaya 
karena pengaruh gaya gravitasi, melainkan 
ruang-waktu disekitar matahari yang 
melengkung. 
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 Gambar 2. Plot faktor skala r terhadap t untuk kasus 𝑘 = 0 (alam semesta datar) 
 
8. Kesimpulan 
Aplikasi persamaan Einstein hyperbolic 
geometric flow pada lintasan cahaya di alam 
semeseta menunjukkan bahwa pada alam 
semesta datar alam semesta akan mengembang 
tanpa batas yang sebanding dengan nilai 𝑡2/3 
dan cahaya pada solusi tersebut akan bergerak 
mengikuti arah pengembngan alam tersebut 
sesuai dengan perumusan dari hasil persamaan 
Einstein hyperbolic geometric flow. 
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